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1) Problema 27335 

Să se determine numerele reale x,y,z > 
𝟑

𝟐
 cu proprietate că 

(𝒙+𝟏)𝟐

𝒚+𝒛−𝟏
 + 

(𝒚+𝟐)𝟐

𝒛+𝒙−𝟐
 + 

(𝒛+𝟑)𝟐

𝒙+𝒚−𝟑
 = 18. 

 

Soluție: 

 

Demonstrăm că 
𝑥2

𝑎
 + 

𝑦2

𝑏
 ≥ 

(𝑥+𝑦)2

𝑎+𝑏
, a, b, x, y > 0 

       

Observăm că egalitatea are loc pentru  
𝑥

𝑎
 =  

𝑦

𝑏
 

 

( 
𝑥2

𝑎
 + 

𝑦2

𝑏
 ) (a + b) ≥ 𝑥2 + 2xy + 𝑦2 

 

𝑥2 + 
𝑏

𝑎
𝑥2 + 

𝑎

𝑏
𝑦2 + 𝑦2  ≥ 𝑥2 + 2xy + 𝑦2 

 
𝑏

𝑎
𝑥2 + 

𝑎

𝑏
𝑦2 ≥  2xy ( inegalitatea mediilor ) 

 

Analog, se demonstrează că 
𝑥2

𝑎
 + 

𝑦2

𝑏
 + 

𝑧2

𝑐
  ≥  

(𝑥+𝑦+𝑧)2

𝑎+𝑏+𝑐
  ( 1 ) 

 

Cum, y + z – 1 > 0, z + x – 2 > 0 si x + y – 3 > 0 => 

 
(𝑥+1)2

𝑦+𝑧−1
 + 

(𝑦+2)2

𝑧+𝑥−2
 + 

(𝑧+3)2

𝑥+𝑦−3
≥

[ (𝑥+1)+(𝑦+2)+(𝑧+3)]2

[(y + z – 1 )+(z + x – 2)+(x + y – 3)]
  

 
(𝑥+1)2

𝑦+𝑧−1
 + 

(𝑦+2)2

𝑧+𝑥−2
 + 

(𝑧+3)2

𝑥+𝑦−3
≥

(𝑥+𝑦+𝑧+6)2

2(𝑥+𝑦+𝑧−3)
 

 

Notăm x + y + z  = t => 18 ≥ 
(𝑡+6)2

2(𝑡−3)
  ( 2 ) 

 

Demonstrăm că  
(𝑡+6)2

2(𝑡−3)
 ≥ 18 ( 3 ) 
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(𝑡+6)2

2(𝑡−3)
 ≥ 18  𝑡2 + 12𝑡 + 36 ≥ 36( t-3 )  𝑡2 − 24𝑡 + 144 ≥ 0 (𝑡 − 12)2 ≥ 0 ( A ) 

 

Din relațiile ( 2 ) și ( 3 ) => 
(𝑡+6)2

2(𝑡−3)
 = 18 => (𝑡 − 12)2 = 0 => t = 12 =>  x + y + z = 12 

 

Așadar inegalitatea ( 1 ) devine egalitate => 
𝑥+1

𝑦+𝑧−1
=

𝑦+2

𝑧+𝑥−2
=

𝑧+3

𝑥+𝑦−3
=

𝑡+6

2(𝑡−3)
= 1 

 

Deci, x = 5, y = 4, z = 3. 

 

2) Problema 27336 

 

Fie numerele x1, x2, x3, x4,x5,x6 ( 0, + ∞ ) cu proprietatea că 

 
𝟏

𝟏 + 𝒙𝟏
+

𝟏

𝟏 + 𝒙𝟐
+

𝟏

𝟏 + 𝒙𝟑
+

𝟏

𝟏 + 𝒙𝟒
+

𝟏

𝟏 + 𝒙𝟓
+

𝟏

𝟏 + 𝒙𝟔
= 𝟓 

 

Să se arate că  
𝟏

𝟏+𝟐𝟓𝒙𝟏
+

𝟏

𝟏+𝟐𝟓𝒙𝟐
+

𝟏

𝟏+𝟐𝟓𝒙𝟑
+

𝟏

𝟏+𝟐𝟓𝒙𝟒
+

𝟏

𝟏+𝟐𝟓𝒙𝟓
+

𝟏

𝟏+𝟐𝟓𝒙𝟔
 ≥ 1. 

 

Soluție: 

 

Vom demonstra că 
1

1+25𝑎
 ≥ 

1

1+𝑎
−  

2

3
 ,  a > 0 

 
1

1+25𝑎
 ≥ 

3−2−2𝑎

3(1+𝑎)
 

1

1+25𝑎
 ≥ 

1−2𝑎

3(1+𝑎)
 

 

3( 1+ a) ≥ (1 + 25a)(1 – 2a) 3 + 3a ≥ 1 + 23a – 50a2 

 

50a2 – 20a + 2 ≥ 0 25a2 – 10a + 1 ≥ 0   (5a – 1)2 ≥ 0 ( A ) 

 

Așadar, 
1

1+25𝑎
 ≥ 

1

1+𝑎
−  

2

3
 , a > 0  

 

∑
1

1+25𝑥𝑎
 ≥6

𝑎=1 ∑ (
1

1+𝑥𝑎
−  

2

3
6
𝑎=1 )∑

1

1+25𝑥𝑎
 ≥6

𝑎=1  5 – 6 · 
2

3
 ∑

1

1+25𝑥𝑎
 ≥6

𝑎=1 1 
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3) Problema 27341 

 

Să se determine x și y astfel încât 𝒍𝒐𝒈𝟐(𝒙 + 𝒚) + 4 = 𝟐𝒙 + 𝟐𝒚   și     
𝒙𝟐+𝒚𝟐

𝟒
+

𝒙𝒚

𝒙+𝒚
= 𝟏. 

 

Soluție: 

 

Vom demonstra că x + y = 2 

 

Presupunem că x + y > 2 

 

Deci, 
1

𝑥+𝑦
<

1

2
 |· 

1

2
     =>    

1

2(𝑥+𝑦)
<

1

4
 |· ( 𝑥2 + 𝑦2)    =>      

𝑥2+𝑦2

4
> 𝑥2+𝑦2

2(𝑥+𝑦)
| + 𝑥𝑦

𝑥+𝑦
 

 
𝑥2+𝑦2

4
+

𝑥𝑦

𝑥+𝑦
>

𝑥2+𝑦2

2(𝑥+𝑦)
+

𝑥𝑦

𝑥+𝑦
=> 1 > 

(𝑥+𝑦)2

2(𝑥+𝑦)
=>1 > 

𝑥+𝑦

2
 > 1 ( F ) 

 

Analog, presupunem că x + y < 2 

 

Deci,    
1

𝑥+𝑦
>

1

2
 |·

𝑥2+𝑦2

2
    =>      

𝑥2+𝑦2

2(𝑥+𝑦)
>

𝑥2+𝑦2

4
 |+ 

𝑥𝑦

𝑥+𝑦
    =>   

(𝑥+𝑦)2

2(𝑥+𝑦)
>

𝑥2+𝑦2

4
+

𝑥𝑦

𝑥+𝑦
  => 

  1 >
𝑥+𝑦

2
> 1(F) 

 

Așadar, obținem că x + y = 2 => 𝑙𝑜𝑔2(𝑥 + 𝑦) + 4 = 2𝑥 + 2𝑦=>1 + 4 = 2𝑥 + 2𝑦 =>  

 

5 = 2𝑥 + 2𝑦, dar y = 2 – x => 5 = 2𝑥 + 22−𝑥 => 5 = 2𝑥 +
4

2𝑥 

 

Notăm 2𝑥 = 𝑡 > 0, obținem 5 = t + 
4

𝑡
 => t2 – 5t + 4 = 0, ∆ = 9; 

 

Pentru t1 = 1 => x1 = 0, y1 = 2 

 

Pentru t2 = 4 => x2 = 2, y2 = 0 
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4) Problema 27399 

 

Să se rezolve ecuația       𝐥𝐨𝐠𝟓 𝒙 · 𝐥𝐨𝐠𝟒(𝟐𝟕 − 𝒙) = 1 

 

Soluție: 

  

Observăm că ecuația are soluții pentru x  ( 0; 27 ); 

 

log5 𝑥 · log4(27 − 𝑥) = 1=> 
1

2
 · log5 𝑥 · log2(27 − 𝑥) = 1|· 2=> log5 𝑥 · log2(27 − 𝑥) =2 

 

=> log5 𝑥 · log2(27 − 𝑥) = 2 · 1 => log5 𝑥 · log2(27 − 𝑥) = log5 25 · log2 2 

 

=> x = 25  ( 0; 27 ). 
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