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Utilitatea studierii numerelor complexe este demonstrata si de folosirea lor in
rezolvarea unor probleme de geometrie.

Desi metoda vectorialda si metoda numerelor complexe sunt echivalente,
fiecare dintre ele rezolva cu usurintd anumite probleme si in acelasi timp creeaza, in
limbajul lor specific, noi probleme.

CONSIDERATII TEORETICE

Pentru o mai buna intelegere a aplicatiilor ce vor fi studiate in prezenta
lucrare, se vor introduce urmatoarele notiuni:

Fie A(x,y) un punct din sistemul de coordonate xOy. Acest punct are ca afix
numarul complex z =x+iy, unde i* =-1.
Deci prin asocierea z=Xx+iy <> A(X,y), multimii R a numerelor reale Ti

corespunde axa OX numita axa reald, iar multimii IR a numerelor imaginare axa
Oy numitd axa imaginara.

1) Impartirea unui segment intr-un raport dat.
Fie A, A, puncte distincte din plan, de afixe z,, respectiv z, si fie P un

punct pe dreapta A A, astfel incait AP =APA , unde AeR, A#-1. Daci P are

afixul z,, atunci: z, =——-2, + ——- Z,.
A+1 A+1

Formula reprezinta afixul punctului care Tmparte un segment intr-un raport
dat. Demonstratia formulei foloseste expresia Vectorialé a punctului P:
OTD—— OA +— OA
A+ A A+1 A
2) Afixul mijlocului unui segment.
Daci P este mijlocul segmentului [AA,], atunci A=1. Din formula

Z,+1,
2

3) Centrul de greutate al unui triunghi.
Fie AABC un triunghi ale carui varfuri au afixele z,,z,,z_. Atunci centrul

precedentd se obtine: z, =

de greutate G al triunghiului are afixul z, = %(zA +2,+12.).



4) Distanta dintre doud puncte; ecuatia cercului.
Daca Asi A, sunt puncte in plan de afixe z,, respectiv z,, atunci lungimea

segmentului [A A, ] este |AA =]z, —z,.
Rezulta ca cercul de centru A (z,) siraza r are ecuatia (z—z,(z—2,)=r".

5) Ecuatia dreptei care trece prin doud puncte.
Fie A si A, doua puncte distincte din plan de afixe z,, respectiv z,. Atunci

dreapta A A, reprezintd multimea punctelor din plan ale caror afixe z sunt de
forma: z=(1- A1)z, + Az,, LeR.

6) O alti forma a ecuatiei unei drepte in C
Punctul P apartine dreptei A A, daca si numai daca afixul sau z verifica

. Z,-1
egalitatea: z—z, = 2—2(z-7,).
Z, -1,

7) Ortocentrul unui triunghi. Dreapta lui Euler.
Fie AABC un triunghi Tnscris intr-un cerc cu centrul in originea O a
sistemului cartezian xOy. Inaltimile AA,BB, si CC, ale triunghiului sunt

concurente  intr-un punct H care Iindeplineste conditia  vectoriala:
OH =OA+O0B +0C, adica Z,=7,+2,+12..
8) Centrul cercului nscris intr-un triunghi

Fie AABC un triunghi ale carui laturi BC,CA, AB au respectiv lungimile
a,b,c. Centrul I al cercului  Tnscris Th  AABC are afixul
Z, :ﬁ(azA +bz, +cz.).

9) Conditia de coliniaritate a trei puncte
Punctele A(z,),A(z,),A,(z,) sunt coliniare daca si numai dacd existd

a,b,ceR, cu a+b+c=0 astfel incat az, + bz, +cz, =0.
sau
Z; — 1
Z,-1,

eR.

Punctele A (z,),A,(z,),A(z,) sunt coliniare daca si numai daca

10) Conditia de perpendicularitate a douda drepte
Punctele distincte A(z,),B(z,),.C(z.),D(z,) sunt situate pe dreptele

Z,—1
Z. -1

B eIR".

D

perpendiculare AB si CD daca si numai daca

C
11) Unghiul a doua drepte
Daca A(z,),A(z,),A(z,),A,(z,) sunt puncte distincte Tn plan, diferite de origine,

atunci masura unghiului orientat (in sens trigonometric) al dreptelor A A, si A A,

Z,—Z
este < (AA, AA)=arg
12) Triunghiuri asemenea

1

4 3



Triunghiurile AAAA, si AA'A'A’, la fel orientate, sunt asemenea, in
Z, =4, _ 22'_21I

Za - Zl 23-_21- .

aceasta ordine, daca si numai daca

. . : : . Z,—12,
Daca triunghiurile sunt invers orientate , atunci =1

yA

3
13) Triunghi echilateral
a) Triunghiul AAAA, este echilateral daca i numai daca

2 42, +1,=272,+12,7, +7,2,.
b) Triunghiul AA A A, este echilateral daca si numai daca z, =z, +(z, - 2,)¢

(formula rotatiei), unde g:cos%+isin%, daca AAA A, este orientat in sens

: : 5S¢ .. 5 . N :
trigonometric, sau g:cos?ﬂﬁsm?ﬂ, dacda AA A A, este orientat Tn sens invers

trigonometric.
14) Aria unui triunghi
Daca z,,z,,z, sunt afixele varfurilor triunghiului AAAJA, (notat Tn sens

: : : 1
trigonometric), atunci S, , , = 5 Im(z,z, +2,2,+2,2,)

APLICATII

Al. Tn planul triunghiului AABC se considerd un punct D ¢ AB UBC UCA.
Daca G,G,,G,,G,, respectiv G' sunt centrele de greutate ale triunghiurilor AABC,

ADAB, ADBC, ADCA, AG,G,G,, sa se arate ca AG,G,G,~AABC.

Solutie:  °© c



Se considerd punctele A(a),B(b),C(c),D(d), a,b,c,deC. Centrele de
greutate vor fi date prin;: G(a+2+c), Gl(_a+t;+d), Gz(b+0+dj’

3
G a+c+d respectiv G 2a+2b+2c+3d |
’ 3 9

In aceste conditii:

1
9,-0,= 3 =1g,-0,|== \c al= GG, = 3 AC
1
9. -0, = 3 =19,-9,/=2 \c b= G,G, =3BC =
1
9,-g, ="~ 3 =9,-9,/=2 \a b\:>GG—3AB

-GG, GG GG 1 56 -rsBCa
AC  BC AB 3

A2. Fie ABCU, AACV si AABW triunghiuri echilaterale construite Tn
exteriorul AABC. Sa se arate ca centrele de greutate ale triunghiurilor AVAW ,
AWBU, AUCV, ABCU, ACAV si AABW sunt varfurile unui hexagon regulat cu
centrul Tn centrul de greutate al triunghiului AABC.

Solutie:

W

G1

U

Fie G,G,,G, centrele de greutate ale triunghiurilor AABC, AACV , respectiv

AVAW .
Fixam sistemul de axe de coordonate xOy cu originea in punctul A. Notam
cu a=0,b,c,u,v,w afixele punctelor A,B,C,U,V,W.
b+c ~  c+v V+W

In aceste conditii avem: ¢ = 3 g, = 3 g, = 3



Cum AABW este echilateral, atunci punctul W este obtinut prin rotatia
punctului B n jurul punctul A, in sens invers trigonometric, cu unghiul Z, deci
w=a+(b-a)s = w=be.

Analog punctul V este obtinut prin rotatia punctului C 1n jurul punctul A, in

. . . T -
sens trigonometric, cu unghiul —, deci si v=ce¢.

Vom demonstra ca triunghiul AGG,G, este echilateral, adica:

(9.-9)e=9,-9.

(c+ce—b-c)e c&’—be . ce+bs—b—c
Dar (g, - g)e = = sig,-0= -
3 3 3
Cum g*=¢g—-1si e =1—-¢, rezulta ca:
cle-1)—be=ce+b(l-¢&)-b-c,
de unde deducem ca triunghiul AGG,G, este echilateral.

Analog se demonstreaza ca toate triunghiurile de acelasi tip sunt echilaterale,
de unde rezultd concluzia aplicatiei. m

A3. Pe laturile triunghiului AABC se construiesc in exterior triunghiurile
. o AD BE CF
AADB, ABEC Si ACFA astfel incat = =
BD EC FA
m(AIﬁB):m(BEC): m(CIfA). Sa se arate ca mijloacele M,N,P,Q ale
segmentelor [AC], [DC], [BC], respectiv [EF] sunt varfurile unui paralelogram.
Solutie:

Si

E

Notam cu a,b,c,d,e,f,m,n,p,q afixele punctelor AB,C,D,E,F,M,N,P,
respectiv Q.



n A2 _BE i m(aBB)=m(BEC) 2 AADB-~ABEC
BD EC
BE _CF i m(BEC)=m(cFA) = ABEC-ACFA.
EC FA
d-a e-b
AADB ~ ABEC = >~ 2 _
Din b-a ¢-b _dza_esb_T=C_y o ge
ABEC ~ ACFA= 2 = b-a c-b a-c
c-b a-c
d=a+k(b-a)
e=b+k(c-b)}=d+e+f=a+b+c+k(@a+b+c)-k(a+b+c), adica
f =c+k(a-c)

d+e+f=a+b+c sau d+e+f :a+b+c

, de unde rezultd cad triunghiurile

3 3
AABC si ADEF au acelasi centru de greutate.
a+c d+c b+c . e+ f .
Cumm=—— nNn=——, p=——3s5i (= rezulta ca:
2 2 2
a+b+2c . d+c+e+ f
m -+ p=T sin+q= 5 :

Cum d+e+f=a+b+c, rezulta ca n+g=m+ p, adica MNPQ este
paralelogram. m

Ad. Se considera pentagonul inscriptibil  ABCDE. Notam cu
H,,H,,H,,H,,H, ortocentrele triunghiurilor AABC, ABCD,ACDE, ADEA si

AEAB si cu M,,M,,M,,M, M. mijloacele laturilor [DE], [EA], [AB], [BC],
respectiv [CD]. Sa se arate ca dreptele HM,, H,M,, H,M,, H,M,, H.M, sunt
concurente.

Solutie:

Fie O - centrul cercului circumscris pentagonului, originea sistemului de axe
de coordonate xOy. Daca afixele punctelor A,B,C,D,E sunt a,b,c,d, respectiv e,

atunci afixul ortocentrului H, este h =a+b+c, iar afixul punctului M, este
6



m, :M. Analog se scriu si celelalte relatii pentru ortocentre si mijloacele
2

laturilor.
Un punct P, de afix p,, apartine dreptei H,M, daca si numai daca exista

t, e R astfel incat p, =(1-t,  a+b+c)+t, - dre

P(p,)e H,M, daci si numai daci existi t,eR astfel incat

p,=(1-t,)b+c+d)+t, S 2,

P(p,)e HM, daci si numai daci exista t,eR astfel incat

p,=(1-t,)c+d+e)+t,- athb,

P(p,)eH,M, daca si numai daci existi t,eR astfel ncat

p, =0t )d+e+a)+t, hay

P(p,)eHM, daci si numai daci existi t eR astfel 7incét

p. =(-t. Ne+a+b)+t, - c+d

Pentru t. =§, oricare ar fi i=15, avem p, = a+b+;+d +e, deci exista

P e H,M,, adica dreptele H,M,, H,M,, H.M,, H,M,, H M, sunt concurente. m
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