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APLICAŢII ALE NUMERELOR COMPLEXE 

 ÎN GEOMETRIE 

 
Profesor: Amariei Laura Georgeta 

                                                                       Școala Gimnazială Nr. 28 - Galaţi 

 

 Utilitatea studierii numerelor complexe este demonstrată şi de folosirea lor în 

rezolvarea unor probleme de geometrie. 

Deşi metoda vectorială şi metoda numerelor complexe sunt echivalente, 

fiecare dintre ele rezolvă cu uşurinţă anumite probleme şi în acelaşi timp creează, în 

limbajul lor specific, noi probleme. 

 

CONSIDERAŢII TEORETICE 

 

Pentru o mai bună înţelegere a aplicaţiilor ce vor fi studiate în prezenta 

lucrare, se vor introduce următoarele noţiuni: 

 

Fie  yxA ,  un punct din sistemul de coordonate xOy . Acest punct are ca afix 

numărul complex iyxz  , unde 12 i . 

Deci prin asocierea iyxz     yxA , , mulţimii R a numerelor reale îi 

corespunde axa Ox  numită axa reală, iar mulţimii iR a numerelor imaginare axa 

Oy  numită axa imaginară. 

 

1) Împărţirea unui segment într-un raport dat. 

 Fie 
21

, AA  puncte distincte din plan, de afixe 
1

z , respectiv 
2

z  şi fie P  un 

punct pe dreapta 
21

AA , astfel încât 
21

PAPA  , unde R , 1 . Dacă P  are 

afixul 
P

z , atunci: 
21

11

1
zzz

P













. 

Formula reprezintă afixul punctului care împarte un segment într-un raport 

dat. Demonstraţia formulei foloseşte expresia vectorială a punctului P : 

21
11

1
OAOAOP 












. 

2) Afixul mijlocului unui segment. 

 Dacă P  este mijlocul segmentului  
21

AA , atunci 1 . Din formula 

precedentă se obţine: 
2

21
zz

z
P


 . 

3) Centrul de greutate al unui triunghi. 

 Fie ABC  un triunghi ale cărui vârfuri au afixele 
CBA

zzz ,, . Atunci centrul 

de greutate G  al triunghiului are afixul  
CBAG

zzzz 
3

1
. 
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4) Distanţa dintre două puncte; ecuaţia cercului. 

 Dacă 
1

A şi 
2

A  sunt puncte în plan de afixe 
1

z , respectiv 
2

z , atunci lungimea 

segmentului  
21

AA  este 
1221

zzAA  . 

Rezultă că cercul de centru )(
00

zA  şi rază r  are ecuaţia    2

00
rzzzz  . 

5) Ecuaţia dreptei care trece prin două puncte. 

 Fie 
1

A  şi 
2

A  două puncte distincte din plan de afixe 
1

z , respectiv 
2

z . Atunci 

dreapta 
21

AA  reprezintă mulţimea punctelor din plan ale căror afixe z  sunt de 

forma:  
21

1 zzz   , R . 

6) O altă formă a ecuaţiei unei drepte în C 

 Punctul P  aparţine dreptei 
21

AA  dacă şi numai dacă afixul său z  verifică 

egalitatea:  
1

12

12

1
zz

zz

zz
zz 




 . 

7) Ortocentrul unui triunghi. Dreapta lui Euler. 

Fie ABC  un triunghi înscris într-un cerc cu centrul în originea O  a 

sistemului cartezian xOy . Înălţimile 
11

, BBAA  şi 
1

CC  ale triunghiului sunt 

concurente într-un punct H care îndeplineşte condiţia vectorială: 

OCOBOAOH  , adică 
CBAH

zzzz  . 

8) Centrul cercului înscris într-un triunghi 

Fie ABC  un triunghi ale cărui laturi ABCABC ,,  au respectiv lungimile 

cba ,, . Centrul I  al cercului înscris în ABC  are afixul 

 
CBAI

czbzaz
cba

z 



1

. 

9) Condiţia de coliniaritate a trei puncte 

Punctele )(),(),(
332211

zAzAzA  sunt coliniare dacă şi numai dacă există 

Rcba ,, , cu 0 cba  astfel încât 0
321
 czbzaz . 

sau 

Punctele )(),(),(
332211

zAzAzA  sunt coliniare dacă şi numai dacă R




23

13

zz

zz
. 

10) Condiţia de perpendicularitate a două drepte 

Punctele distincte        
DCBA

zD,zC,zB,zA  sunt situate pe dreptele 

perpendiculare AB  şi CD  dacă şi numai dacă 





iR

DC

BA

zz

zz
. 

11) Unghiul a două drepte 

Dacă )(),(),(),(
44332211

zAzAzAzA  sunt puncte distincte în plan, diferite de origine, 

atunci măsura unghiului orientat (în sens trigonometric) al dreptelor 
21

AA  şi 
43

AA  

este   
34

12

4321
arg,

zz

zz
AAAA




  . 

12) Triunghiuri asemenea 
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Triunghiurile 
321

AAA  şi '''
321

AAA , la fel orientate, sunt asemenea, în 

această ordine, dacă şi numai dacă 
''

''

13

12

13

12

zz

zz

zz

zz









. 

Dacă triunghiurile sunt invers orientate , atunci 
'z'z

'z'z

zz

zz

13

12

13

12









. 

13) Triunghi echilateral 

a) Triunghiul 
321

AAA  este echilateral dacă şi numai dacă 

133221

2

3

2

2

2

1
zzzzzzzzz  . 

b) Triunghiul 
321

AAA  este echilateral dacă şi numai dacă )(
1213

zzzz   

(formula rotaţiei), unde 
3

sin
3

cos


 i , dacă 
321

AAA  este orientat în sens 

trigonometric, sau 
3

5
sin

3

5
cos


 i , dacă 

321
AAA  este orientat în sens invers 

trigonometric. 

14) Aria unui triunghi 

Dacă 
321

,, zzz  sunt afixele vârfurilor triunghiului 
321

AAA  (notat în sens 

trigonometric), atunci )Im(
2

1
133221321

zzzzzzS
AAA

  

 

APLICAŢII 

 

A1. În planul triunghiului ABC  se consideră un punct CABCABD  . 

Dacă 
321

,,, GGGG , respectiv 'G  sunt centrele de greutate ale triunghiurilor ABC , 

DAB , DBC , DCA , 
321

GGG , să se arate că 
321

GGG ~ ABC . 

Soluţie:  
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Se consideră punctele )(),(),(),( dDcCbBaA , Cdcba ,,, . Centrele de 

greutate vor fi date prin: 






 

3

cba
G , 







 

3
1

dba
G , 







 

3
2

dcb
G , 








 

3
3

dca
G , respectiv 







 

9

3222
'

dcba
G . 

În aceste condiţii: 































ABGGbagg
ba

gg

BCGGbcgg
bc

gg

ACGGacgg
ac

gg

3

1

3

1

3

3

1

3

1

3

3

1

3

1

3

322323

311313

211212

 

321

323121

3

1
GGG

AB

GG

BC

GG

AC

GG
 ~ ABC .■ 

 

A2. Fie BCU , ACV  şi ABW  triunghiuri echilaterale construite în 

exteriorul ABC . Să se arate că centrele de greutate ale triunghiurilor VAW , 

WBU , UCV , BCU , CAV  şi ABW  sunt vârfurile unui hexagon regulat cu 

centrul în centrul de greutate al triunghiului ABC . 

Soluţie: 

                             W 

 

                                                     G2 

       A                            V 

         G1 

                                                  G 

                            B                                          

                C 

 

 

 

 

                                          U 

 

Fie 
21

,, GGG  centrele de greutate ale triunghiurilor ABC , ACV , respectiv 

VAW .  

Fixăm sistemul de axe de coordonate xOy  cu originea în punctul A . Notăm 

cu wvucba ,,,,,0  afixele punctelor WVUCBA ,,,,, . 

În aceste condiţii avem: 
3

cb
g


 , 

3
1

vc
g


 , 

3
2

wv
g


 . 
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Cum ABW  este echilateral, atunci punctul W  este obţinut prin rotaţia 

punctului B   în jurul punctul A , în sens invers trigonometric, cu unghiul 
3


, deci 

)ab(aw     bw  .  

Analog punctul V  este obţinut prin rotaţia punctului C   în jurul punctul A , în 

sens trigonometric, cu unghiul 
3


, deci şi cv  . 

Vom demonstra că triunghiul 
21

GGG  este echilateral, adică: 

  gggg 
21

 . 

Dar  
 

33

2

1




bccbcc
gg





  şi 

3
2

cbbc
gg





. 

Cum 12   şi  1 , rezultă că: 

cbbcbc  )1()1(  , 

de unde deducem că triunghiul 
21

GGG  este echilateral.  

Analog se demonstrează că toate triunghiurile de acelaşi tip sunt echilaterale, 

de unde rezultă concluzia aplicaţiei. ■ 

 

A3. Pe laturile triunghiului ABC  se construiesc în exterior triunghiurile 

ADB , BEC  şi CFA  astfel încât 
FA

CF

EC

BE

BD

AD
  şi 

     AFCmCEBmBDAm ˆˆˆ  . Să se arate că mijloacele QPNM ,,,  ale 

segmentelor  AC ,  DC ,  BC , respectiv  EF  sunt vârfurile unui paralelogram. 

Soluţie: 

 

 

                                            A 

               D                                                                    F 

 

     M 

                                            N 

                           Q 

                                  B                                           C 

P 

 

 

 

 

                                                E 

 

Notăm cu q,p,n,m,f,e,d,c,b,a  afixele punctelor P,N,M,F,E,D,C,B,A , 

respectiv Q . 
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Din 
EC

BE

BD

AD
  şi    CEBmBDAm ˆˆ    

LUL ..

  ADB ~ BEC  

       
FA

CF

EC

BE
  şi    AFCmCEBm ˆˆ     

LUL ..

  BEC ~ CFA . 

Din   k
ca

cf

bc

be

ab

ad

ca

cf

bc

be
CFA~BEC

bc

be

ab

ad
BEC~ADB













































, deci 

 

 

 
















cakcf

bckbe

abkad

   cbakcbakcbafed  , adică 

cbafed   sau 
33

cbafed 



, de unde rezultă că triunghiurile 

ABC  şi DEF  au acelaşi centru de greutate. 

Cum 
2

ca
m


 , 

2

cd
n


 , 

2

cb
p


  şi 

2

fe
q


  rezultă că:  

2

2cba
pm


  şi 

2

fecd
qn


 . 

Cum cbafed  , rezultă că pmqn  , adică MNPQ este 

paralelogram. ■ 

 

A4. Se consideră pentagonul inscriptibil ABCDE . Notăm cu 

54321
H,H,H,H,H  ortocentrele triunghiurilor ABC , BCD , CDE , DEA  şi 

EAB  şi cu 
54321

M,M,M,M,M  mijloacele laturilor  DE ,  EA ,  AB ,  BC , 

respectiv  CD . Să se arate că dreptele 
11

MH , 
22

MH , 
33

MH , 
44

MH , 
55

MH  sunt 

concurente. 

Soluţie: 

 
                                                          B 

 

                                                                H1 

 

                                               A                       . O                  C 

 

 

P 

                                                                                         D 

                                                                               M1 

                                                                    E 

 

Fie O - centrul cercului circumscris pentagonului, originea sistemului de axe 

de coordonate xOy . Dacă afixele punctelor E,D,C,B,A  sunt ,d,c,b,a  respectiv e , 

atunci afixul ortocentrului 
1

H  este cbah 
1

, iar afixul punctului 
1

M  este 
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2
1

ed
m


 . Analog se scriu şi celelalte relaţii pentru ortocentre şi mijloacele 

laturilor. 

 Un punct 
1

P , de afix 
1

p , aparţine dreptei 
11

MH  dacă şi numai dacă există 

R
1

t  astfel încât   
2

1
111

ed
tcbatp


 . 

  
2222

MHpP   dacă şi numai dacă există R
2

t  astfel încât 

  
2

1
222

ae
tdcbtp


 . 

  
3333

MHpP   dacă şi numai dacă există R
3

t  astfel încât 

  
2

1
333

ba
tedctp


 . 

  
4444

MHpP   dacă şi numai dacă există R
4

t  astfel încât 

  
2

1
444

cb
taedtp


 . 

  
5555

MHpP   dacă şi numai dacă există R
5

t  astfel încât 

  
2

1
555

dc
tbaetp


 . 

Pentru 
3

2


i
t , oricare ar fi 51,i  , avem 

3

edcba
p

i


 , deci există 

ii
MHP , adică dreptele 

11
MH , 

22
MH , 

33
MH , 

44
MH , 

55
MH  sunt concurente. ■ 
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