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§1. INTRODUCERE

Tn aceasta lucrare vor fi prezentate succint aspecte teoretice referitoare la notiunea
de asemadnare a triunghiurilor, respectiv asemanarea ca relatie de echivalenta, criteriile de
asemanare, rezultatele importante ale acestui capitol al geometriei si implicatiile ce
decurg din teorema lui Thales si/sau teorema fundamentald a asemanarii.

Astfel, pe parcursul lucrarii, cu ajutorul notiunii de asemanare a triunghiurilor, vor
fi demonstrate teoreme ce fac referire la coliniaritate (teorema lui Menelaus), concurenta
(teorema lui Ceva) si rezultate prin intermediul carora se pot calcula lungimi de laturi sau
segmente (teorema catetei, teorema lui Pitagora, teorema bisectoarei).

In cuprinsul lucririi se propun metode de rezolvare pentru aplicatii cu grade
diferite de dificultate, prin care se ilustreazd importanta relatiei de asemanare a
triunghiurilor si a teoremelor mentionate mai sus.

§2. ASEMANAREA TRIUNGHIURILOR
TEOREMA LUI THALES. TEOREMA FUNDAMENTALA A ASEMANARII

Definitie: Fie triunghiurile AABC si AAB' C'. Daca
1) AB AC BC

AB AC BC
Si
(2) A=A 6 B=B,C=C
se spune ca existd o asemdnare ntre triunghiurile AABC si AAB C' si se scrie
AABC~AA B C'.
Ca si in cazul congruentei, intre doua triunghiuri pot exista mai multe asemanari.

Definitie: Doua triunghiuri AABC si AA B'C' se numesc asemenea daca intre ele
exista cel putin o asemanare.

Proprietdti:
1. Asemanarea triunghiurilor este o relatie de echivalenta:
» Reflexiva: AABC~AABC,;



» Simetricd: AABC~AAB'C' = AA B'C'~AABC;
» Tranzitivdi: AABC~AAB'C' si AAB C' ~AA'B"C" = AABC~AA'B"C".

2. Daca AABC~AAB'C' si AAB C =AA"B"C", atunci AABC~AA"'B"C".

Prin notatia AABC~AA B'C' se intelege cad ordinea varfurilor este data si are loc
asemanarea definita de egalitatile (1) si (2). Tn acest caz, perechile de varfuri (A,A' ),
(B,B'), (C,C') si perechile de laturi ((AB),(A'B')), ((AC),(AC")), ((BC),(BC')) se
numesc corespondente sau omoloage. Raportul lungimilor a doua laturi omoloage se
numeste raportul de asemdanare al celor doud triunghiuri.

Observatie.

1. Doud triunghiuri congruente sunt asemenea, iar raportul de asemanare este 1.

2. Oricare doua triunghiuri echilaterale sunt asemenea.

3. Daca doua triunghiuri sunt asemenea, iar raportul de asemanare este k, atunci
raportul ariilor celor doud triunghiuri este k®.

Teorema lui Thales: Fie triunghiul AABC si DE|BC, De(AB), E<(AC).

Observatie. Enuntul teoremei lui Thales este mai usor de reprodus in forma: O
paraleld la una din laturile unui triunghi determina pe celelalte doua laturi segmente
proportionale.

Folosind proprietatile proportiilor se pot obtine si alte egalitati echivalente cu

AD AE . AD _ AE AB _AC
—— =— sianume: — sau
AB AC DB EC DB EC
Consecintid a teoremei lui Thales: Fie triunghiul AABC i dHBC, astfel incat

{D}=dnAB, {E}=d N AC, Aed. Atunu%:ﬁ

AC
In acest context, se disting urmitoarele trei situatii:




Reciproca teoremei lui Thales: Fie triunghiul AABC i De(AB, respectiv

E < (AC astfel Incat AD _AE G AD_AE o 2B :A—C, atunci DE|BC.
AB AC DB EC DB EC
Cele trei rezultate anterioare pot fi enuntate si astfel:
Teorema: Fie triunghiul AABCsi punctele D si E distincte, diferite de A, D € AB
si E e AC astfel incat ambele se afla pe laturile unghiului ABCSsau pe prelungirile

acestora. Atunci % = AE daca si numai daca DEHBC :

AC
Aceastd teoremad are numeroase aplicatii in probleme care cer stabilirea unor relatii
intre lungimi de segmente sau in demonstrarea paralelismului a doud drepte.

Cazurile de asemanare: Fie triunghiurile AABC si AAB' C'.
1. (U.U) Daci A=A si B=B', atunci AABC~AA B C'.

2. (LUL) Daci A=A §i£:£,atunci AABC~AAB'C'.
AB AC
AB  AC

= _ B¢ , atunci AABC~AAB'C'.
AB AC BC

Teorema fundamentald a asemdanarii: Fie triunghiul AABC si DEHBC, unde
De AB si Ee€ AC, D= A. Atunci AADE ~AABC.

3. (L.L.L.) Daca

83. REZULTATE IMPORTANTE
CARE SE DEDUC DIN ASEMANAREA TRIUNGHIURILOR

Teorema catetei: Lungimea catetei unui triunghi dreptunghic este medie
proportionald intre lungimea ipotenuzei si a proiectiei catetei pe ipotenuzad.

Demonstratie: Fie triunghiul dreptunghic AABC (A=90") si AD iniltimea dusa din
varful A.
A

B D C

Se observa ca triunghiurile AABC si ADAC au unghiul C comun si cate un unghi

A

drept, deci C=C si A=D. Conform cazului de asemdnare U.U., avem ca



AB AC BC

= = . Din ultima egalitate obtinem
DA DC AC

AABC~ADAC, de unde rezulta ca

AC?*=BC-DC.
Analog, AABC~ADBC , de unde rezulti ca AB°=BC-BD. ®

Adunand cele doua relatii din teorema catetei obtinem AB? + AC? = BC?, deci:

Teorema lui PITAGORA: Intr-un triunghi dreptunghic patratul Ilungimii
ipotenuzei este egal cu suma patratelor lungimilor catetelor.

Teorema indlimii: Intr-un triunghi dreptunghic, lungimea indltimii dusd din
varful unghiului drept este medie proportionala intre lungimile proiectiilor catetelor pe
ipotenuzad.

Demonstratie. Fie triunghiul dreptunghic AABC (A=90°) si AD iniltimea dusa din varful
A.
A

B D C

Cum AABC~ADAC si AABC~ADBA, din tranzitivitatea asemanarii
AD DC AC
BD AD AB

triunghiurilor rezulta ca ADAC ~ADBA, de unde . Din prima egalitate

rezultd ca AD? =BD-DC .®

Teorema lui Menelaus: Fie triunghiul AABC si A, B', C' trei puncte coliniare
distincte astfel incat A e BC, B'e AC si C' € AB. Atunci
A'B-B'C.C'A_1
AC BACB
Demonstratie. Fie CP o paralela la AB, unde P AB'.

A




Cum CPHBC‘, rezulta conform teoremeir fundamentale a asemdanari ca
CP AC _ PA
CB AB CA’
Dar CP|C' A si conform teoremei fundamentale a asemandrii AAB'C'~ACB'P, de
CA BA BC

BC BP’
Pastrand doar prima egalitate din cele doud siruri de rapoarte egale s1 inmultind
CP CA_AC BA@AB BC CA_
CB CP AB BC AC BACB

ACPA~ABC' A" s1deci

unde obtinem

relatiile obtinem:

Relatia din enunt se pastreaza si in cazul in care punctele A, B', C' se afla pe
prelungirile laturilor.

Reciproca teoremei lui Menelaus este adevdratd si reprezintd o conditie de
coliniaritate a trei puncte distincte.

Teorema lui Ceva: Fie triunghiul AABC si AA', BB', CC' trei drepte concurente,
unde A e(BC), B'e(AC), C'(AB) . Atunci

AB BC CA_
AC BACB
Demonstratie.
A
B C
A9
Se observa ca punctele coliniare C', M si C indeplinesc conditiile teoremei lui
Menelaus Tn triunghiul AABA si deci CA LB AM_
CB AC MA
Aplicand teorema lui Menelaus in triunghiul AAA'C pentru punctele coliniare B,

BC AM AB _
BA MA BC

M si B' obtinem

- : g . CACB AM BC AM AB : 9
Inmultind cele doua relatii rezulta =1 si dupa
CB AC MA BA MA BC

AB BC CA_
AC BA CB

simplificare obtinem



Reciproca teoremei lui Ceva este adevaratd si reprezintd o conditie pentru
concurenta a trei drepte.

Teorema bisectoarei: Fie triunghiul AABC si [AD bisectoarea unghiului A, unde
D e BC. Atunci
AB BD
AC DC’

Demonstratie: Fie CP o paralela la AD, unde P € AB.

B D C

Cum ADHPC , rezulta conform teoremei lui Thales ca E = %

Dar [AD bisectoarea unghiului A, implici BAD=CAD. Dar CAD=ACP (alterne
interne) si BAD=BPC (corespondente), de unde rezultdi ci ACP=APC, adici AACP
isoscel cu [AC]=[AP].

5 . : Sy : . AB BD

In aceste conditii, relatia obtinuta din teorema lui Thales devine — = De {0

§4. APLICATII

Problema 1. Fie D mijlocul laturii BC a triunghiului AABC. Bisectoarea
unghiului ADB intersecteazd latura AB in punctul E, iar bisectoarea unghiului ADC
intersecteaza latura AC in punctul F. Sa se demonstreze ca EFHBC .

Demonstratie. A




Aplicand teorema bisectoarei in triunghiurile AADB, respectiv  AADC obtinem

AD AE . AD _ﬁ_ Cum BD=DC, rezultad ca %:é—z Aplicand reciproca

= _ 5] — =
DB EB ° DC FC
teoremei lui Thales rezulta ca EFHBC @

Problema 2. Fie AD, BE si CO inaltimile triunghiului isoscel AABC (cu CA=CB)
si M ortocentrul triunghiului, unde D € BC, E e AC, O e AB. Se considera punctul F
pe dreapta CO astfel incat C e[FO] si CF = MO. Demonstrati ca:

a) BM-BE=2(MO-CO);

b) BM? =0F-OM ;

c) BF? =BC? +BM? + BO?.

Demonstratie. F

B

a) Conform cazului de asemanare U.U. avem AOBM ~AEBA, de unde rezulta

%:E—: < BM-BE=AB-BO. Cum AB =2BO rezulti cd BM-BE=2B0O’. (1)
Dar AOBM~AOCA i deci OB = BM = OM , de unde rezulta
OC CA OA

OM -OC =0B-OA. Cum OB = OA rezulti ca OM -OC =0B’. (2)

Din (1) si (2) obtinem BM - BE =2(MO-CO).

b) Cum triunghiul AOBM este dreptunghic in O, din teorema lui Pitagora rezulta
ca OB*+0OM? =BM? (3).

Tinand cont de relatia (2) si de faptul cd CF = MO (din ipoteza), relatia (3) devine
BM?=MO-OC+MO* < BM?’=MO(MO+0C) < BM?=MO(FC+CO) <
BM? =MO- FO.

¢) Cum triunghiul AOBF este dreptunghic in O, din teorema lui Pitagora rezulta
ca OF? =0B? +OF* (4).

Dar OF? =(CO+OM) =CO? +OM? +2CO-OM si in baza relatiei (2) obtinem
OF? =CO’ +OM? +2B0O?* =CO? + BO’ +OM? + BO? < OF? =BC? +BM? (5).

Inlocuind relatia (5) in relatia (4) obtinem BF? = BC? + BM? +BO’. ®



Problema 3. Pe latura AB a triunghiului AABC se considera punctul C,. Prin A se

construieste paralela la CC, care intersecteaza BC in punctul A si prin B paralela la
1 1
+ = :
AA BB, CC,

CC, care intersecteaza AC in B,. Sa se demonstreze ca

Demonstratie.

B B1

Cum CC|BB, rezultd, conform teoremei fundamentale a asemandrii, ca
AC, CC

AAC,C ~AABB, si deci —— = =1
AB BB,

CB_CC,
AB  AA

CC, ,CC _CA CB_,
AA BB AB AB

Analog BB|AA = ABC,C~ABAA =

Adunand cele doua relatii rezulta

ce] Lillare Lot
AA BB, AA BB CC,

Problema 4. Tn triunghiul AABC se considerd bisectoarea unghiului C care
intersecteaza latura AB in punctul D. Demonstrati ca CD <~/ AC-BC..

Demonstratie. A

/\

B E C

Fie E e(AC) astfel incat CDE =CBD. Conform cazului de asemdnare U.U., avem

ACDE~ACBD si deci cb =E, adica CD* =CB-CE.
CB CD

7



Deoarece CDA>CBD <> CDA>CDE, rezulti ci CA>CE, ceea ce implica
CD’ <CB-CA, adici CD<+/AC-BC.®

Problema 5. Tn exteriorul triunghiului AABC se considerd punctele M, N, P astfel
ncat BAC = ACM =BCN, BCA=CBN = ABP, respectiv ABC = PAB=CAM . Demonstrafi cd
dreptele BM, AN si CP sunt concurente.

Demonstratie.

Din definitia unghiurilor alterne interne rezulta ca semidreptele [CA si [BN sunt
continute in semiplane opuse fata de BC, ceea ce implica ABNC — trapez (ACHBN ).

Analog ABCM si APBC sunt trapeze, cu AB|MC, respectiv AP|BC.

Fie {E}=BM N AC, {D}=ANNBC si {F}=CPNAB.

Cum ABHMC , rezulta conform teoremei fundamentale a asemanarii ca

AEMC~AEBA = EA_AB (2).
EC CM
Conform cazului de asemanare U.U., AABC~ACAM AC = AB
CM CA

AC?>=CM - AB (2).

. EA AB’
Inlocuind (2) in (1) obti d — = .
nlocuind (2) in (1) obtinem ca EC~ AC?
2 2
Analog obtinem relatiile be = AC2 , respectiv FB = BCZ .
DB BC FA AB
EA DC FB

Prin inmultirea celor trei egalitdti obtinem ca =1 si, In baza

EC DB FA
reciprocei teoremei lui Ceva, rezultd ca dreptele BM, AN si CP sunt concurente. @
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Problema 6. Demonstrati ca mijloacele diagonalelor unui patrulater complet sunt
coliniare (dreapta lui Newton-Gauss).

Demonstratie.

Fie patrulaterul ABCD si E, respectiv F varfurile patrulaterului complet obtinute
prin prelungirea laturilor. Fie M, N si P mijloacele diagonalelor AC, BD si EF.
Construim PGHAE, G e AF, GHHBF, H € AE si HIHAF, | € BF.

Cum P este mijlocul lui EF, rezulta ca PG este linie mijlocie in AAEF si
intersecteaza BF Tn mijlocul acesteia. Analog GH este linie mijlocie in AABF si
intersecteaza AC Tn mijlocul ei, deci M € GH. De asemenea, HI este linie mijlocie in
AABF si intersecteaza BD in mijlocul ei, deci N € HI.

Se observa ca punctele E, C si D indeplinesc conditiile teoremei lui Menelaus
AD FC BE_1
DF CB EA

Dar AD =2HN, DF =2NI, FC=2GM, CB=2MH, BE=2PI, EA=2PG (din
teorema liniei mijlocii). Avand in vedere aceste relafii, egalitatea anterioara devine
HN GM PI

NI MH PG
M si P sunt coliniare. @

pentru AABF si obtinem

=1 i, conform reciprocei teoremei lui Menelaus, rezultd ca punctele N,



§5. SIR DE IMPLICATII

ASEMANAREA TRIUNGHIURILOR

|

TEOREMA CATETEI
AB? =BC-BD, unde D = pr, A si A drept
AC?=BC-CD, unde D= pr, A si A drept

|

TEOREMA LUI PITAGORA
BC? = AB? + AC?, unde A drept

TEOREMA LUI PITAGORA GENERALIZATA
AB? = AC? +BC?—2BC-DC, unde D = pr. A si C ascutit
AB? = AC? +BC?+2BC-DC, unde D = pr,.A si C obtuz

l

RELATIA LUI STEWART
OA’*.BC-0OB?-AC+0C?-AB=AB-BC-AC,
unde A, B, C puncte coliniare, B e (AC) si O ¢ AC

CALCULUL LUNGIMILOR MEDIANELOR S$I BISECTOARELOR
., 2(b*+c?)-a’
m,’ =
4
2
L7 =bc— 2P
(b+c)
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